Développements - Algebre Inversibles de Z /p*Z

Inversibles de Z /p“Z

Lemme 1. Soient k € N* et p premier, alors (1 +p)pk =1+ MpF*L, avec A € N* premier avec p.

Démonstration.
On va raisonner par récurrence sur 7n.

On suppose que k = 1. Alors :

p p—1
(1+p)? =Z (p)p] = 1+Z (?)pj +pP
i=0 M P
Or, pour tout j € [1,p— 1], j(?) = p(?j), donc p | j(?) Comme j Ap = 1, donc p | (I;) par le lemme de Gauss.
Ainsi, pour tout j € [1,p — 1], il existe a; € N* tel que (5’) = paj, donc :

p—1 p—1 p—1
(L+p)P=1+) (?)pj +pP =149 aip! P =147 (Y a4

Jj=1 Jj=1 Jj=1

On pose A = Zf;ll a;p’ Tt 4pP2 = a1+Z§;21 a;jp’ =1 +pP~2 Comme (f) =p=npa,onaa; =1,douAAp=1.

On suppose le résultat vrai au rang k > 1. Alors :

p P
L+p"" = (M +p? P = A+ np =3 (?) Np D =143 (1;) Np/ D
=1

=0
k+2
)

Le terme en 5 =1 est Ap et pF13 divise tous les termes en j > 2. Alors :

+

(1 +p)p’“ o1+ APFF2 uph S = 1 4 pP 2O\ up)

Or, A+ up) Ap=1car AAp=1, d’ou le résultat.

‘Lemme 2. Soient a,b € G d’ordre p et q. Si a et b commutent, et si p A q =1, alors ab est d’ordre pq.

Démonstration.

On a ord(ab) | pg. En effet, on a : (ab)P? = aP1bP? = (aP)?(b?)P = e.
De plus, si (ab)™ = a™b™ = 1, alors, en élevant & la puissance ¢, on obtient a"?b"? = aP?(b?)™ = ¢"™? = 1. Donc
p | ng, puis p | n par le lemme de Gauss. De méme, on a ¢ | n. Ainsi, pq | n.

En prenant n = ord(ab), on conclut que pg = ord(ab).
O
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Proposition 3. Soient p > 3 premier et « € N\ {0, 1}, alors :

(Z/p*Z)* = Z[p*(p—1)Z

Démonstration.

Par le Lemme 1, (1 + p) est d’ordre p®~! dans (Z/p®Z)*. En effet, (1 +p) Ap* =1, donc 1 +p € (Z/p*Z)™.
De plus :

(1+p)pa_1:1+)\po‘51[po‘] et (1+p)pa_2:1+)\’po‘71 avec Afp et Nip

a—2

Ainsi, (1+p)? = # 1 dans Z/p*Z.

On considere le morphisme de groupes :

(I (Z/p("aZ)X — (Z/pZ)*
K — K

1 est bien définie, puisque si k& € (Z/p®Z)™, alors kAp* =1, et k Ap=1, donc k&’ € (Z/pZ)*~.

Soit & € (Z/pZ)™, donc k Ap = 1. Soit d = k A p®, alors d | p*, donc d = p? avec j € [0, a].
Or, si j # 0, alors p | p/ | k, ce qui est contradictoire. Ainsi, k A p® = 1, donc K= (Ep )

Soit y un antécédent d'un générateur de (Z/pZ)™ qui est cyclique, et soit m = ord(y).

Onal=y(y™) =¢(@y)™, donc (p—1) | m, et il existe k € N* tel que m = (p — 1)k.

En posant z = y*, on a 2?7~ ! = y*~=1 = ¢ et pour £ < p—1onaz’ = y** # e, car k¢ < m. Alors ord(z) = p—1.
Posons u = x(1 + p). Par le Lemme 2, comme(p — 1) A p®~1 =1, u est d’ordre p*~1(p — 1).

Or, ‘(Z/pZ)X

=p*~Y(p—1), donc (Z/pZ)™ est cyclique d’ordre p®~*(p — 1), donc :

(Z/p*Z)" 2 Z/p* (p—1)Z
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